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Resume : On dcmontre dans cet article un raffmement des lemmes de multiplcites de Philippon, 
essentiellement dans le cas particulier ou Ton derive dans toutes les directions. L'amelioration est 
rendue possible grace a un point de vue plus geometrique et notamment par l'apparition nouvelle 
dans ce contextc de la notion de constante de Seshadri. 



Abstract : We establish an improvement of Philippon's zero estimates primarily in the multipli- 
city setting. The improvement is made possible by a more geometric approach and in particular 
the use of Seshadri constants. 
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1 Introduction 
1.1 Introduction 

On prouve dans cet article deux resultats concernant les lemmes de multiplicites. Avant d'aborder 
les enonces proprement dit rappelons rapidement ce qu'est un lemme de multiplicites et dans quel 
contexte on rencontre ce type d'enonce : il s'agit de fournir des conditions suffisantes pour qu'une 
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section d'un fibre en droites C sur une compactification equivariante lisse X d'un groupe algebrique 
commutatif G ne puisse pas s'annuler sur un sous-schema fini E donne sans etre identiquement 
nulle. Ce type d'information qui se traduit generalement par la presence d'un sous-groupe obstruc- 
teur dont on majore le degre geometrique est d'usage particulierement important en transcendance 
et en geometrie diophantienne et intervient egalement en geometrie algebrique complexe dans un 
contexte plus general : partant d'une variete algebrique complexe projective et lisse X, munie d'un 
fibre en droites ample L sur X, et E C X un sous-ensemble fini, un lemme de multiplicites pour 
les donnees X, L,E consiste a majorer la multiplicitc maximale que peut avoir une section non 
triviale s € H°(X,L) le long de E. Ce problcmc est aussi difficile qu'important, mcme dans le 
cadre le plus simple. Par exemple, si X = P 2 , L = P 2(d), et E est un ensemble de m points 
generaux avec m > 10, on tombe sur la conjecture de Nagata. 

Deux aspects nous semblent importants dans un lemme de multiplicites : le premier est d'obtcnir 
unc bonne condition numerique concernant le degre du groupe ou de la variete obstructrice, le 
second est aussi de mieux comprcndrc geomctriquement d'ou provient l'obstruction. De ce point de 
vue il nous semble interessant de pouvoir identifier en terme geometrique les varietes obstructrices. 
Dans cet article, nous nous interessons aux lemmes de multiplicites dans le cadre ou ils apparaissent 
en transcendance. Dans ce contexte, le resultat lc plus important est du a Philippon [6] (cf. 
egalement [5] pour une preuve plus geometrique, basee en partie sur celle de Philippon mais 
pcrmettant egalement d'obtenir un resultat plus precis au niveau des constantes intervenant dans 
la maj oration du degre du sous-groupe obstructeur). En utilisant des outils developpes en geometrie 
algebrique complexe nous donnons un raffinement, dans le cas particulicr ou Ton derive dans toutes 
les directions, des lemmes de zeros de Philippon [6]. Par ailleurs, dans le cas de dimension 2 nous 
obtenons egalement un resulat plus precis dans le cas ou l'on derive le long d'une droite (cf. le 
theorcmc 11 paragraphe 7). Enfin utilisant une preuve plus geometrique et notamment en utilisant 
la notion de constante de Seshadri nous donnons une information geometrique sur les sous-groupes 
obstructeurs, les reliant a la notion de sous- variete exccptionncllc de Seshadri. En dimension deux 
le resultat est particulierement frappant : (sous certaines conditions de taille sur l'ensemble de 
points E considere fourni dans les donnees) les sous-groupes obstructeurs sont precisement les 
varietes exceptionnelle de Seshadri. 

Soient G/C un groupe algebrique commutatif de dimension d>l,X une compactiheation de Serre 
de G (cf. [8]) (une telle compactification est notamment equivariante et lisse). Si U est une sous- 
variete de G nous noterons U son adherence de Zariski dans X. Soient C un fibre en droites ample 
sur X et T un sous-ensemble fini de G(C) contenant et engendrant un groupe (necessairement 
de type fini) Y%. On pose pour tout cnticr S > 1 

r(o) = r et r(S) = lj2 x i /Vie{i,...,5}, i.er 
U=i 

Par ailleurs, etant donne un sous-espace vectoriel non nul E de l'espace tangent a l'origine T (G) 
et etant donne un sous-groupe algebrique H de G, nous noterons 

c H (E) := codirn(EnT (i2"),E) ct a(S,E,£) = 

Dans lc cas ou l'espace vectoriel considere E est l'espace tangent To(G) entier, nous noterons 
simplement a(S, C) plutot que a(S, E, C). Notons que si D > 1 est un entier, on a a(S, E, C® D ) = 
D^a(S,E,C)- 

Nous pouvons maintenant enoncer le lemme de zeros de Philippon (dans la version precisee de 
Nakamaye) : 

Theoreme 1 Soient S, a\, . . . , a^-i des entiers strictement positifs ordonnes de fagon decroissante 
et T un entier strictement positif. Soient D > 1 un entier, E un sous-espace vectoriel de l'espace 

1 Notons que l'enonce classique de Philippon tel qu'on le trouve dans son article [6] peut a priori scmblcr 
legcrement moins general puisqu'il suppose S = ai = ... = cid-l- E n fait il est immcdiat de voir que l'enonce 
ci-dessus se deduit de celui obtenu avec S = ai = ... = ad-i- 
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tangent a I'origine T (G) et a une section non nulle de H°(X,£® D ) s'annulant sur V ensemble 
T(S + ai + ■ ■ ■ + dd-i) le long de E a un ordre au moins dT + 1. Alors il existe un sous-groupe 
algebrique H, different de G, tel que 

max{l, T} c "( E )Card (I> d _i) + H/H) dcg c {H) < D dimX - dimH dcg c (X). 

Le sous-groupe H est appele sous-groupe obstructeur. 

Remarque 1. Dans la pratique en transcendance, le fibre en droites ample C est simplement la 
donnee d'un plongement de la variete X dans un espace projectif. C'est une donnee du probleme. 
Dans une preuve de transcendance on construit une section de "degre D" relativement a C (au- 
tremcnt dit un clement de H°(X, £® D )) nullc a un grand ordre T sur un certain ensemble S ct 
un lemme de multiplicites consiste essentiellement a obtcnir une majoration non trivialc dc T en 
fonction de D. 

Dans la suite nous ferons l'hypothese restrictive suivante qui justifie dans le titre le choix du terme 
lemme de multiplicites plutot que lemme de zeros : 

Hypothese : T > 1. 

Sous cette hypothese, la conclusion du theoreme precedent peut etre reformulee sous forme d'une 
dichotomie : 

1. Si T < a(S,E,£® D ) alors le groupc trivial {0} est obstructeur : 

T c f}( E )|r(S')| < D dimX Acg c {X). 

2. Sinon, il existe un sous-groupe algebrique H, different de G, tel que 

T CH ^1 Card (T{a d ^) + H/H) dcg c (H) < D dimX - dimH dcg c (X). 

Notons que dans cette seconde partie de l'alternative rien ne dit que le groupe H ne peut pas etre 
le groupe trivial. Une des choses que nous faisons egalement dans cette article est de montrer que 
sous certaines conditions, on peut assurer que H est non trivial. 

Cette formulation a l'avantage de bien indiquer que dans tous les lemmes de multiplicites (T > 1), 
on peut en fait supposer que 

T > a(S, E, C® D ), 

ce que l'on fera desormais ; l'autrc cas ctant en fait trivial (rappclons que la philosophic des lemmes 
de multiplicites est la suivante : partant d'une section qui s'annule a un grand ordre en un certain 
nombre de points suffisamment bien repartis, on montre que l'ordre ne peut en fait pas etre trop 
grand. Si l'on part d'un ordre d'annulation T > 1 qui est deja petit, il n'y a, du point de vue des 
lemmes de multiplicites, rien de plus a dire). 

L'objectif de cet article est de donner des informations supplcmcntaires sur le sous-groupe obs- 
tructeur dans le cas particulier oil Ton fixe l'espace des derivations a l'espace tangent T (G) tout 
entier, plutot qu'a un sous-espace vectoriel quelconque de celui-ci. Dans ce cas nous montrons que 
l'on peut legerement affaiblir l'hypothese sur l'ordre d'annulation de la section a considcrce tout 
en obtenant une information plus precise sur le groupe obstructeur. Par ailleurs, dans le cas ou 
lc groupe Y% engendre par T n'est pas un groupe de torsion, on donne une condition numcriquc 
sur les parametres ai assurant que le groupe obstructeur H est different du groupe trivial reduit a 
P element neutre. En particularisant la situation en dimension 2 nous montrons qu'une condition 
numerique plus faible est suffisante dans ce cas. Enfin, toujours dans le cas particulier de la di- 
mension 2, nous expliquons au paragraphe 7 (theoreme 11) comment faire egalement fonctionncr 
notre approche dans le cas d'un espace de derivations de dimension 1 (inclus dans l'espace tangent 
de dimension 2). 
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1.2 Enonce des resultats 



Definition 1. Soient X/C une variete algebrique, irreductible et projective, ct C un fibre en 
droitcs ample sur X. Pour tout ensemble fini r C I, la constante de Seshadri e(T, C) est dermic 
par 

e(T,C)= mf „ L ' „ , 
ccx, cniy0 z^xer muit^C 

ou C decrit les courbes irreductibles de X contenant au moins un point de T. 

On note que e(T,£® D ) = De(T,C). Par ailleurs rappclons (cf. par exemple [4] p. 271 Proposition 
5.1.9) que pour toute sous-variete irreductible V de X, de dimension non nulle et contenant au 
moins un point de T, on a 

i 

(rdimV T/" \ dim V 

Notamment en appliquant ceci avec V = X on obtient : 



e(T,C) < 



deg c X 



£*er mult x X 



II n'est pas du tout clair a priori qu'il existe une variete telle que l'inegalite dans (1) soit en fait 
une egalite. Neanmoins le thcorcmc de Campana-Peternell [2] sur le critere de Nakai pour les R- 
diviseurs implique qu'il existe toujours une variete V realisant l'egalite (cf. [4] p. 271 Proposition 
5.1.9). Nous renvoyons au livre [4] pour des faits generaux sur la constante de Seshadri. Ce que 
nous appelons dans cet article constante de Seshadri, est egalement appele multiple point Seshadri 
constant dans la litterature cf. par exemple Bauer [1]. 

Definition 2. Une variete V realisant l'egalite dans (1) est appclec variete exceptionnelle de 
Seshadri de C relativement a T. 

Remarque 2. Notons que si V est une variete exceptionnelle de Seshadri pour £, alors, par 
homogeneite de e, e'est egalement une variete exceptionnelle de Seshadri pour C® D . 

Notations : etant donnee une sous-variete V de X, nous noterons 

Stab(U) = {xE&/x + V = V} 

le stabilisateur de V . C'est un sous-groupe algebrique de G de composante neutre (i.e. la compo- 
sante connexe contenant l'identite) Stab(V)°. Enfin, etant donnee une sous-variete U de G nous 
noterons U son adherence de Zariski dans la compactification X. 

Par ailleurs nous noterons u la solution recllc strictcment comprise entrc et 1 de l'cquation 
x d-i(i _|_ x ~j — i avcc ^ _ di m x. 

Rappclons nos notations : G/C est un groupe algebrique commutatif de dimension d > 1, X une 
compactification de Serre de G et V un sous-ensemble fini de G(C) contenant et engendrant un 
groupe r z . 

Theoreme 1 Soient T et D deux entiers strictements positijs, C un fibre en droites ample, S = 
ao,ai,... ,arf_i des entiers strictement positijs ordonnes de fagon decroissante et V une variete 
exceptionnelle de Seshadri de C relativement a T(S). On suppose que T > a(S, £® D ). Soit alors 
a une section non nulle de H°(X, £® D ) s'annulant sur I'ensemble T(S + &! + ••• + a co dimv) le 
long de Tb(G) a un ordre superieur ou egal a (u + codimU)T . 

1. II existe une variete W de dimension comprise entre dimU et dimX — 1 contenant un 
translate de V par un point de T(ai +■ ■ ■ + a C odimV-i) telle qu'en posant H = Stab(W / nG)° 
on a 

T cod[mH C a rd(T(a codimV ) + H/H)dcg c (H) < (dcg c (X)) D codimH . 
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2. Si on suppose de plus que Lz n'est pas de torsion, alors en choisissant 

Vie{l,...,codimV}, |r(oi)| > \T^ tma \{deg c X)\T{S)\" £ ^ L , 
on a de plus : le sous-groupe strict H obtenu au point 1. est non nul. 

Ce theoreme 1 appelle un certain nombre de commentaires et remarques : 

1. Pour le point 1. du theoreme, plus le nombre 

supjdimV^ / V variete exceptionnelle de C relativement a r(5)} 

est grand et meilleur est le resultat . 

2. Au vu de la preuve (cf. le lemme 6), on peut en fait remplacer u par une constante un peu 
meilleure : l'unique solution dans ]0,1[ de l'equation x d ^ 1 (x + codimy) = 1 ou V est la 
variete exceptionnelle de Seshadri intervenant dans l'enonce du theoreme. 

3. Dans le point 2. du theoreme il est important de noter que dans les hypotheses faites sur les 
nombrcs Oj, on ne fait intervenir que le degre de X relativement a £ et non pas relativement 
a L® D : le choix des a% ne depend pas de D. 

Les apports de cet enonce nous semblent etre les suivants : 

1. Si l'on se restreint au cas des surfaces, il permet de montrer que toute courbe exceptionnelle 
de Seshadri donne directement naissance, par passage au stabilisateur, a un sous-groupe 
obstructeur ; et est elle meme un sous-groupe obstructeur si les hypotheses du point 2. sont 
satisfaites. En dimension quelconque, la variete que Ton construit naturellement, avant de 
passer au stabilisateur pour obtenir un groupe obstructeur, contient un translate de variete 
exceptionnelle de Seshadri. 

2. On demande une condition d'annulation plus faible que le classique dT + 1 : notre condition 
d'annulation est au pire de la forme (d— l + u)T avec < u < 1. Ceci est du a l'introduction 
de la notion de constante et de variete de Seshadri et evidemment n'est rendu possible que 
par l'hypothese faite sur l'espace des derivations : etre tout l'espace tangent Tq(G). 

3. Dans le cas ou l'on part d'un ensemble engendrant un groupe non de torsion, on prouve 
une version plus forte des lemmes de multiplicites en partant d'une section nulle sur un 
ensemble plus petit que T(dS), avec un ordre moins grand que classiquement, et en assurant 
neanmoins l'existence d'un sous-groupe obstructeur strict non nul dans ce cas. 

4. Si T n'est pas contenu dans G t0 rs, h suffit pour obtenir les inegalites dans le point 2. du 
Theoreme 1 de choisir les a, tel que 

1^)1=0(5). 

Autremcnt dit, au lieu de supposer que a s'annule sur T(dS), il suffit dans ce cas dc ne 
supposer Pannulation que sur T(S + o(S)). En fonction de S, ceci est le meilleur resultat 
possible. 

5. La raison profonde pour laquclle le Theoreme 1 no sc generalise pas bicn au cas d'un sous- 
espace quelconque E C To(G), est que la notion d'ordre d'annulation le long de E s'adaptc 
mal a une interpretation geometrique. Autrement dit, alors que la constante de Seshadri 
e(x,C) est une fonction homogene de £, Panalogue qui mesure la positivite de C le long de 
E ne l'est plus. 

Ceci etant dit, il convient de temperer notre resultat : il est en general tres difficile de calcu- 
ler la constante de Seshadri et a plus forte raison de donner des informations sur les varietes 
exceptionnellcs dc Seshadri (dont on sait tout dc meme qu'clles sont au moins de dimension 1). 

Dans lc cas des surfaces nous pouvons, pour le point 2. du theoreme 1 precedent, legeremcnt 
affaiblir les hypotheses : 
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Theoreme 2 On suppose que dim V = 2 et que Y% n'est pas de torsion. Soient D > 1 un entier, 
et S, a deux entiers strictement positifs tels que \T(S)\ > |T(a)| > |rz,tors| • II^S)! 5 - Soient 
T > a(S, C® D ) un entier et a G H°(X,£® D ) une section non nulle s'annulant a un ordre au 
moms » (1 + V5)T surT(S + a). Toute sous-variete exceptionnelle de Seshadri de L relativement 
a T(S) est Vadherence d'un translate de sous-groupe algebrique de dimension 1. De plus, si E C X 
est I 'une de ces courbes, alors a s'annule le long de T(a) + E a un ordre au moins T et Von a 

T ■ Card(r(a) + E/E) &cg c {E) < D dcg c {X). 

Remarque 3. Ce dernier resultat n'est pas une consequence du theoreme 1 precedent dans le cas 
des surfaces car l'hypothcse faite sur la taille de T(a) est plus faible que celle du theoreme 1 : elle 
ne fait pas intervenir le degre deg c (X). La raison profonde sous-jacente est qu'en dimension 2 la 
variete obstructrice est necessairement une hypersurface. 

Remarque 4. On explique au paragraphe 7 (c/. notamment le theoreme 11) comment traiter en 
dimension 2 le cas d'un sous-espace E de dimension 1. 

Nous commengons par rappeler la notion de derivation de sections que nous utiliserons, qui est 
une notion de derivation locale. Nous donnons ensuite la preuve du premier theoreme en insistant 
particulierement sur la proposition 5 qui est le point cle reellement nouveau. Nous reutilisons 
ensuite cette proposition dans la preuve du second theoreme. 

Remerciements Cost un plaisir pour les deux auteurs de remercier les universite de Paris VII 
et de Paris-Sud Orsay qui ont cordialcment recu le premier autcur pendant deux mois, nous 
permettant ainsi d'accomplir ce travail ensemble. 

2 Les derivations et le theoreme de Bezout 

Nous utiliserons dans la suite une notion de derivation locale. C'est cette notion que Ton trouve 
par exemple introduite dans [7] qui est utilisee dans Particle [5] et qui permet de gagner au niveau 
des constantes intervenant dans l'inegalite de majoration du degre du groupe obstructeur H. Nous 
enoncons ensuite le theoreme de Bezout que nous utiliserons dans la preuve du theoreme 1. 

2.1 Derivations 

Soient X une variete algebrique munie d'un fibre en droites L, a une section non nulle de H°(X, L) 
et D un operateur diffcrcntiel d'ordre 1 sur X, i.e. tel que 

Vf,geO x , D(fg)=D(f)g + fD(g). 

La derivee D(a) de a selon D n'est pas toujours une section bien definie de H°(X, C). Par contre, 
pour toute sous-variete Y contenue dans le lieu des zeros Z{a) de a, il est possible de definir D{a) 
comme un element de H q {Y,C\y). Considerons pour cela une trivialisation {Ui}i^i de £, avec des 
fonctions de transitions ipij sur Ui n Uj, telle que la section a est donnee sur Ui par des fonctions 
rcgulieres On a done 

fj = <Pijfi- 

En composant par D on en deduit que sur Ui n Uj on a 

Vi,j e /, D(fj) = D((fij)fi + wjDifi). 

On voit ainsi que la condition de recollement n'est pas forcement assuree globalement. Par contre 
pour toute sous-variete Y C Z(a), on obtient bien D(fj)\Y = ipijD(fi)\Y et ceci nous indique par 
recollement que l'on a une section bien definie D(a) € H (Y,C\v). 

Ceci permet par iteration de definir une section D(a) pour tout operateur differentiel D. La section 
ainsi construite est bien definie sur toute sous-variete V de X telle que D\{a)\v = pour tout 
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operateur D\ -C D avec des notations evidentes (on prend une base de l'espace des operateurs et 
on dit que D\ <C D si les seuls elements de la base apparaissant dans D\ apparaissent aussi dans 
D et si l'ordre auquel ils apparaissent dans D\ est inferieur ou egal a celui auquel ils apparaissent 
dans D et strictement inferieur pour au moins l'un d'entre eux). 

2.2 Theoreme de Bezout 

Nous rappclons ici lc theoreme de Bezout que nous utiliserons, dans une version que l'on trouve 
dans Fulton [3] corollaire du paragraphic 12.4.8. Soicnt Di, . . . ,D d des diviseurs effectifs sur une 
variete V de dimension d. Si x est un point isole de l'intersection de D\,...,Dd sur V, alors on 
note 

i(x,D 1 -...-D d ;V) 

la multiplicite d'intersection de x, i.e. le coefficient de [x] dans la classe D\ ■ . . . ■ Dd ■ V. 

Proposition 3 Soient D\,... ,Dd des diviseurs effectifs sur une variete algebrique V de dimen- 
sion d. Si x est un point isole de l'intersection de D±, . . . , D d sur V , alors 

d 

mult x (V) Yl mult x (D fc ) < i(x, D 1 -...-D d ; V). 

fe=i 

3 Preuve du point 1. du theoreme 1 

L'essentiel de l'argument est base sur la methode maintenant classique de Philippon [6] avec 
cependant un ingredient nouveau qui est l'introduction de la notion de constante de Scshadri. 
Le point veritablement nouveau etant contenu dans la proposition 5. Schematiqucment la preuve 
est la suivante : on fixe une variete exceptionnelle de Seshadri V de dimension dimF > 1 et 
de codimension cd(V). En posant V = Kd(v) et en utilisant que <G T, on construit une suite 
cmboitcc de sous-ensembles algebriqucs dc X , 

V cd{V ) C V cdV -i C...CV = Z(a) C X 

telle que chaque inclusion est avec multiplicite T et telle que 

Vfc e {0, . . . , cd(V) - 1} r(a cd(y) _ fe ) + Vfc+i C V k 

avec la encore des inclusions avec multiplicite T. Par le principe des tiroirs et en oubliant les 
multiplicitcs, on cn deduit que au moins deux des Vi sont de meme dimension, i.e. il existe 
cd(V) — 1 > k > tel que dim Vk+i = dim Vfc. On note i le plus petit entier verifiant ceci. Le reste de 
la preuve est ensuite exactement caique sur la methode dc Philippon, rcvisitee par Nakamayc : on 
note Wi une composante irreductible de Vi + \ de dimension maximale. C'est aussi une composante 
irreductible isolee de Vi et mieux, r(a cd (y)_ i ) + Wi est une somme de composantes irreductibles 
isolees de Vi. Utilisant que l'inclusion est avec multiplicite T on construit, en coupant par des 
diviseurs numeriquement equivalents a C® D un cycle dont le support contient r(a c d(v)-i) + Wi 
avec multiplicite T. Le theoreme de Bezout nous donne alors l'inegalite 

T codim Wi deg ^ D (r( flcd(y) _ t ) + Wi ) < deg L ® D X. 

II ne reste plus ensuite qu'a obtenir le groupe obstructeur. Pour cela on considere le stabilisateur de 
Wi : c'est une composante isolee de translates de Vi avec multiplicite T, done la meme application 
du theoreme de Bezout permet dc conclure. Le point nouveau ici est que l'on est assure dans le 
debut dc la preuve de demarrer la filtration avec un ensemble V c d(v) de dimension dim V, alors que 
dans les preuves classiques la seule information connue etait que l'ensemble Vdi m x est non-vide. 
C'est cette nouveaute qui permet de gagner sur les hypotheses concernant l'ordre d'annulation de 
la section considcree a. Le reste de l'argument est inchange par rapport aux preuves de Philippon 
et Nakamaye. 



7 



Lemme 4 Soient X/C une variete algebrique projective munie d'un fibre en droites ample C et 
T un ensemble fini de points de X. L'inegalite 



e(T,C)< 



C d -V 



,Exer mult ^, 

est valable pour toute sous-variete V de pure dimension d > 1 de X, irreductible ou non. 

Demonstration : On sait deja que le resultat est vrai si V est irreductible. On en deduit immedia- 
tement le cas general en utilisant l'inegalite 

. (a 61 a + b 

mf < - , - > < 

[c d ) c + d 

valable pour tout entier non nul a, b, c, d. □ 

Soient D,T, S,ai, ■ ■ ■ ,a c d(y) des entiers strictement positifs, C un fibre en droites ample, V 
une variete exceptionnelle de Seshadri de L relativement a T(S) ct a une section non nulle de 
H°{X,L® D ). On pose 

Vo = Z(a), V cd( y) = V, r cd ( V) = T (ai H ha cd (y)) 

et pour tout entier k tel que cd(V) — 1 > k > 1, on pose 

r fe = T (a cd(y)+1 _ fc H h a cd(y) ) et V k = {x e X / mult^+r^cr > kT + 1} . 

Proposition 5 On suppose que la section a s'annule sur T(S) + r cd (y) a un ordre au moins 
(cd(V) + u)T oil u e]0, 1[ est un reel tel qu'on a l'inegalite uT > e(r(5), C® D ). Dans ce cas on a 

r(oi) + 7cVcd(v)-i. 
De plus il s'agit d'une inclusion avec multiplicity au moins T, i.e., 

T( ai ) + Vc p| {i € X / mulWr^,.,^) > (cd(V) - + 1} . 

Dop. diff. 

d'ordrc au plus T 



Demonstration : Soit s £ H°(X, C® D ) une section nulle a un ordre au moins uT sur T{S) +r cd (y). 
Pour tout point g £ T cd ( V ), la section s est nulle a un ordre au moins uT sur Y{S) + g, done la 
section t*(s) £ H°(X, t*£® D ) est nulle a un ordre au moins uT sur T(S). Supposons par l'absurde 
que cette derniere section n'est pas identiquement nulle sur la variete exceptionnelle V. 

Considcrons tout d'abord le cas plus simple ou dimV = 1. Dans ce cas il sufBt simplement 
d'appliqucr le theoreme de Bezout a l'intersection Z{t*{s)) n V pour aboutir a l'inegalite 



Ddeg c (V) = deg c0D (V)>Z(t* g (s))nV (2) 

= "7/7 

s(T(S),jCY 



> Y, uTmnlt x (V)=uT ^^O- . (3) 



En simplifiant on obtient done 

uT < De(T(S),£) =e(T(S),£® D ) . (4) 

Ceci contredit Phypothese faite sur u et assure done que la section s est nulle sur g + V et done 
sur r cd(y) + V. 

Dans le cas general d'une variete V de dimension dim V > 2 on veut aboutir a la meme incgalitc 
pour conclure de la meme facon. Malheureusement dans ce cas, une simple application du theoreme 
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dc Bczout nc suffit plus et les choses se compliquent un peu. Precisement nous allons utiliser une 
seconde definition de la constante de Seshadri (voir par exemple [Laz] Definition 5.1.1), equivalente 
a celle que nous avons donnee : soit tt : X — > X l'eclatement de X le long de T(S), de diviseur 
exceptionnel E. La constante de Seshadri de £ relativement a T(S) est donnee par la formule 

s(T(S), £) = sup { A e R / n*C - \E nef } . 



Fait : pour tout reel < a < e(T(S),£) le fibre ir*(£)(— aE) est ample. 

Notons d'abord que e(T(S),C) > 0. En effet si N > est un entier tel que £® N est tres ample 
alors s(x,£® N ) > 1 pour tout iGlct par consequent n*£® N — eE est ample, done nef, pour 
tout < e < | p < 1. 

Soit maintenant < a < e(T(S),£). Par definition de la constante de Seshadri e(T(S), C) de £ 
relativement a T(S), le fibre ir*£ — aE est nef. Supposons par l'absurde qu'il n'est pas ample. Le 
theoreme de Campana-Peternell [2] sur le critere de Nakai pour les K-diviseurs nous assure dans 
ce cas qu'il existe une sous-variete Y de X de dimension dim Y > 1 telle que 

<^'{£)(-aB)(^ = 0. 

oil Y designe la transformee stricte de Y dans l'eclatement X. Puisque 

deg T - (£)( _ a£) (f) = deg £ (r)- « dim(r) mulUr) 

xer(s) 

on en deduit que si A est un reel verifiant a < A < e(T(S), C), alors le fibre 7r*(£)(— XE) n'est pas 
nef. Ceci contredit la definition de la constante de Seshadri e(T(S),C) et prouve done le fait. 

Supposons maintenant que a < e(T(S),£) est un rationnel strictement positif. On sait par le 
fait precedent que le fibre n*(£)(—aE) est ample. Soient alors TV > un entier (dependant de 
a) tel que le fibre tt* £® n — NaE est tres ample et E\, . . . , -Edim(v)-i des diviseurs generaux 
du systeme lineaire \ir*£® N — NaE\. Ces diviseurs etant generaux ils sont lisses et s'intersectent 
proprement. Par ailleurs le fibre it* £® N — NaE etant tres ample et les diviseurs E\, ... , 2?dim(v)-i 
etant generaux, on a : pour toute composante irreductible W C n^ 1 (Z(t*(s) j) n V l'intersection 

E 1 n . . . n £?dim(v)-i n w 

est propre. En particulier, l'intersection 

7T(£?l) n . . . n TT^din,^)-!) fl Z(t*(s)) fl V 

est propre. En posant Di = pour tout entier i compris entre 1 et dimV^ — 1 on a par 

construction 

yxeT(S), mult x (A) > a 

et de plus l'intersection 

Di n . . . n £>dim(v)-i n z{t* g {s)) n v 

est propre. 

En utilisant la proposition 3 (theoreme de Bezout) dans la variete V et le fait que t*(C® D ) est 
numeriquement equivalent au fibre en droites £® D on obtient, en faisant tendre a vers e(T(S),C), 

(Ds(T(S),£)) dim{V) - 1 mvlt x (V)uT < deg £0D (V). 

xer(s) 



De ceci on deduit l'inegalite 



uTe(T(S),£) dim(v ' ) ~ 1 < dCSc Zl (V) D - (5) 



9 



La variete V etant une sous-variete exceptionnelle de Seshadri de C relativement a T(S), nous 
avons 

V£*er(S) mul W) / 

En combinant les deux formulcs (5) et (6) precedentes on conclut comme lorsque V etait supposee 
de dimension 1 que 

uT < e(T(S),C)D = e (T(S), C® D ) . 

Ceci contredit l'hypothese de la proposition et prouve done par l'absurde que t*(s)\V = 0. On en 
deduit que la section s est nulle sur g + V et done que s est nulle sur r cd( y) + V. 

Considerons maintenant la section a £ H°(X,£® D ) nulle sur T(S) + r cd (y) a un ordre au moins 
(cd(V) + u)T. Ce qui precede permet "presque" de deduire que la section D(a) est nulle sur 
r c d(v) + V pour tout operateur differentiel D d'ordre inferieur a cd(V)T. Autrement dit, au vu de 
la definition de Pensemble Kd(v)-i on a "presque" l'inclusion voulue avec multiplicite au moins T. 
II reste a expliquer le "presque" : etant donnee une section s £ H°(X, C® D ) nulle sur T(S) + r cd (y) 
a un ordre au moins (cd(V)+u)T, le raisonnement du paragraphe precedent applique a permet de 
conclure que r cd (y) + V C Z(s). Donnons nous maintenant une sous-variete (non-necessairement 
irrcductiblc) Y dc X contcnant T(S) + T cd (y) et T cd (y) + V, et contenue dans Z(s) (on peut par 
exemple prendre Y = Z(s) muni de sa structure de schema reduit). La variete Y a ete choisie telle 
que pour tout operateur differentiel D d'ordre 1, D(s) est une section bien definie de H°(Y, C^P). 
On peut done itcrcr le raisonnement dc la facon suivantc : on reapplique l'argument du paragraphe 
precedent avec la section s = D(a). Notons que cette fois, la section est definie sur Y et non plus 
sur X. De meme la section t*(s) est definie sur Y g := t- g (Y) et le lieu des zeros Z(t*(sj) doit 
etre vu comme etant le lieu des zeros dans Y g C X. Ceci etant, la variete Y g contenant V, le 
raisonnement reste inchange. On en deduit que D(a) est nulle sur L cd (^) + V et en appliquant cc 
precede jusqu'a l'ordre cd(V)T on en deduit le resultat voulu. □ 

Le lemme suivant donne une valeur de u pour laqucllc on peut appliqucr la proposition 5 preceden- 
te. 



Lemme 6 Soient S et T deux entiers strictement positifs, L un fibre en droites ample, V une 
variete exceptionnelle de Seshadri de C relativement a T{S) et u la solution reelle strictement 
comprise entre et 1 de I'equation x dlmX ~ 1 (x + codimV) = 1. On suppose de plus que T > 
a (5, £®' D ) et qu'il existe une section non nulle a de H°(X 7 £® D ) s'annulant a un ordre au moins 
(codimF + u)T sur T(S). Sous ces hypotheses on a 

uT>e(T(S),£® D ). 

Demonstration : On note d = divaX. C'est un simple calcul. On a par definition de a(S, •) : 
a{S,L ) -Da{b,L) -D ^ -D |r(5)| . 



On en deduit 



< Tu. 

□ 
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Lemme 7 Avec les notations qui precedent on a la suite d'inclusions 

Vfc e {0, . . . , cd(V) - 1} r(a cd(y) _ fe ) + V k+1 C v k 

et chacune des inclusions avec multiplicite au moins T. De plus le dernier ensemble de la tour 
d'inclusions (I 'ensemble Vo) est strictement inclus dans X. 

Demonstration : Le fait que le dernier ensemble de la suite d'inclusions soit strictement contenu 
dans X resulte de ce que la section a n'est pas la section nulle. Pour les inclusions correspondant a 
< k < cd(V) — 2, l'affirmation resulte simplement de la definition des ensembles Vfc. Enfin pour 
k = cd(V) — 1 il s'agit precisement de la proposition 5 precedentc. □ 

En oubliant les multiplicites on voit que Ton a construit, comme annonce une tour d'ensemblcs 
cmboites, de dimensions comprises entre dim V et dimX— 1. Dc plus cctte tour conticnt cxactcmcnt 
codimV ensembles. Par lc principe des tiroirs au moins une des inclusions de la tour correspond 
a une egalite de dimension. Notons r le plus petit entier verifiant dimV^ = dimV r+ i. Le reste 
de la preuve est ensuite exactement caique sur la methode de Philippon, revisitee par Nakamaye, 
et n'apporte rien de nouveau. Nous en donnons une preuve rapide, basee sur [5], au paragraphic 
suivant. 



4 Fin de la preuve du point 1. du theoreme 1 

Notons W r une composante irreductible de V r +i de dimension maximale. C'est aussi une com- 
posante irreductible isolee de V r et mieux, r(a c d(y)- r ) + W r est une sommc de composantes 
irrcductibles isolees de V r . En utilisant que Pinclusion est avec multiplicite T nous allons rappeler 
comment dans cette situation, on construit en suivant la preuve classique des lemmes de zeros, 
en coupant par des diviseurs numeriquement equivalents a C® D un cycle C co dimW r dont le sup- 
port contient r(a cd( y)_ r ) + W r avec multiplicite T. Lc theoreme de Bezout nous donnera alors 
l'inegalite attendue 

T codimW r deg ^ D (r( flcd(y) _ r ) + W r ) < d Cg£ ^ X. 

Soit C\ — Z(a). Si r — alors toute composante irreductible de L(a cd (y)_ r ) + W r est une 
composante irreductible de C\ avec multiplicite T et il n'y a rien a faire. On suppose maintcnant 
que r > 1 et on ccrit 

k 

C\ = C[ + ciiZi, 

i=l 

ou les Zi sont les composantes irreductibles de C\ d'intersection non vide avec G et ou C[ est de 
support dans le diviseur a Pinnni X\G. 

Soit Zi une composante irreductible de C\ telle que ZiC\G est non-vide. 

Lemme 8 II existe Xi € T r et un operateur differentiel Di d'ordre au plus rT tel que la section 
t* (Di(a)) € H°(Zi,t* (£)) est bien definie et non nulle sur Zi. 

Demonstration : 11 s'agit du lemme 6 de [5]. □ 

Le cas des composantes irreductibles Z dc C\ contenues dans le diviseur a l'infmi X\G (i.e. le cas 
des composantes irreductibles de C[) est un peu plus dclicat. Le fibre L etant ample, il cxiste un 
entier m > tel que £® mD es t tres ample. Ainsi la classe C\(mDC) n Z est representee par un 
cycle effectif E z et on a 

Cl {C® D )C\Z= —E z . 

m 
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On note C 2 le cycle Q-cffcctif ainsi obtenu : 

m ^ 

znG=0 

Nous pouvons maintenant dcfinir un cycle C2 de codimension 2 : pour chacune des composantes 
Zi d'intersection non vide avec G, le lcmme 8 precedent nous fournit un point Xi G T r ct un 
operateur Di d'ordre au plus rT. On pose 

k 

C 2 = C' 2 + Y,aiZ{t* Xi {D i {c7))\Z i ). 

i=l 

Lemme 9 On aC^ = ci(C) 2 . 

Demonstration : C'est le lemme 7 de [5]. □ 

Rcpartant de Ci en lieu et place de C\, nous pouvons iterer ce precede jusqu'a atteindre un cycle 
Ct de codimension t — codimW r avec 

C t = d{C)*. 

Par construction, toute composante irreductible de dimension maximale de V r est une composante 
irreductible de C t avec multiplicitc T. Ceci est done en particulier vrai pour les composantes de 
r(a c d(v)-r) + W r et le theoreme de Bezout nous donne 

T codi mH /„ deg£ (r( acd(y) _ r ) + W r ) < dcg c (X)D codimW . (7) 

L'inegalite attendue dans la conclusion du point 1. du theoreme est done obtenue, mais avec 

une variete W r et non pas un sous-groupe obstructeur comme annonce. Pour cela introduisons 
H = Stab(W r )° la composante connexe de l'identite du stabilisateur Stab(W r n G). Pour tout 
x G r(a c d(y)- r ), x + H est une composante irreductible de flj/ew nG^y(^")- Ainsi en repartant 
du cycle Ct et en continuant la meme procedure en intcrsectant cette fois par des diviseurs de la 
forme t*(t*(D(a))) (au lieu simplcmcnt comme precedemment des t*(D(a))) avec y £ W r H G, 
x G T r ct D operateur differentiel d'ordre au plus rT, on aboutit a un cycle Ch de codimension 
h = codiimff contenant x + H avec multiplicite T pour tout x G r(a c d(V')-r)- Le theoreme de 
Bezout donne : 

T cod imff deg£ (r(a cd(y) _ r ) +H)< dcg c (X)D codimH . (8) 
En remarquant que deg £ (r(ai) + H) = Card (r(aj) + H/H) &cg c (H) ceci conclut. 



5 Preuve du point 2. du theoreme 1 

Pour prouver ce resultat, il suffit de repartir de l'inegalite (7) que Ton a obtenue au paragraphe 
precedent : il existe un entier r compris entre et codimV^ — 1 et il existe une variete W r de 
dimension inferieure a dimX — 1 — r contenant un translate de V par un point de T(ai + • • • + 
a cd(v)-r-i) (quand r = cd(V) cette notation represente par convention l'ensemble {0}) telle que 

T codim^ deg ^ o ( r( ftcd(y) _ r ) + Wr ) < deg CS)D (X) = deg c (X)D di ™ x , (9) 

Supposons par l'absurde que H soit de dimension autrement dit que Stab(W r nG) est uniquement 
constitue de points de torsion. Notons b le nombre de composantes irreductibles de r(a cd( y)_ r ) + 
W r . Une telle composante est de la forme x + W r avec x G r(a cd( y)_ r ). Or 

Stab(W r ) = {x G G /x + W r = W r } 

C {x G G fx + (w r n G) = (w r n G)} = Stab(W r n G). 
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Ainsi, si x,y E r(a cd (y)_ r ), on constate que 

x + W r = y + W r =>x-yE Stab(W r nG)fl (r(a cd(v) _ r ) - r(a cd(y) _ r )) . 
Or ce dernier ensemble est inclus dans Y% tors- En particulier on a la majoration b > l r (° cd < v >-''^ _ 

' | -L Z , tors | 

Revenant aux calculs de degres, ceci entraine 

deg c0D (T(a cd{v) _ r ) + W r ) > ^ w ^ T ^ v) - r)l deg c (W r ) (10) 

l-L Z, tors | 
> jjdimW r l r ( fl cd(y)-r)l 
|Tz, torsi 

En mettant ensemble les deux inegalites (9) et (11), et en utilisant l'inegalite verifiee par definition 
par T {i.e. T > a(S,C® D )), on en deduit que 

, , dim W r codimW r 

|r( 0cd(v) _ r )| < |r z , tors |de g£ (x)^r |r(S)|^^- 

codimV 

< |r z , tors |(deg £ (x))|r(5)|^^. 

Le choix des a r permet de conclure par l'absurde. 

6 Preuve du theoreme 2 

Dans la suite nous noterons j = ^(1 + \/5) le nombre d'or et = l'equivalence numerique. 

Demonstration du theoreme 2 : Notons tout d'abord qu'il suffit de prouver le theoreme pour 
D = 1. En effet si le resultat est acquis pour D = 1, alors en prcnant D quelconque et en posant 
A4 = C® D , le resultat applique a M. est exactement le resultat voulu (on utilise ici la remarque 2 
et le fait que deg £ ® D V = D dimV deg c V). On suppose done desormais que D = 1. Si C est une 
variete exceptionnelle de Seshadri du fibre C relativement a T(S) alors C est necessairement de 
dimension 1. En effet, sinon on aurait C — X et le lemme 4 precedent nous donnerait les inegalites 



{\T(S)\J £ ^ j '^-£ xer(s) mult x Z(a) 



" \T(S)\jT car G r ct Z W = C ( 13 ) 



< par h yp° thfcsc sur T > oi(s, c) = [j^gy^ J ■ ( 14 ) 

Ceci est impossible. Par ailleurs, l'inegalite (13) nous indique que 

e(T(S)X)<^0^<.r 1 T. 

Utilisant que jT = (1 + j _1 )T, la proposition 5 appliquee avec u — j^ 1 prouve que la section a 
s'annule le long de x + C a un ordre superieur a T pour tout x G T(a) (notons que pour pouvoir 
parler de x + C nous utilisons ici Phypothese faite sur la compactification) . On en deduit que 
C — T(T(a) + C) est un diviseur effectif et en intersectant avec C, ceci produit l'inegalite annoncee. 

II reste a montrer que C est l'adherence d'un translate de groupe algebrique. Notons pour cela 
que 

Stab(C) = {x e G / x + C = C} c Stab(C n G) = f] (y-(CnG)). 

j/GCnG 



C 2 
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Ainsi, si le groupe Stab(C) est de dimension 1, il en est de meme du groupe Stab(C n G). En 
particulier C n G est un translate d'un groupe algebrique de dimension 1, dont F adherence est 
C. On peut done supposer maintenant que Stab(C) et meme Stab(C n G) est de dimension 0, 
autrement dit est uniquement constitue de points de torsion. On a pour tout entier k > une 
inclusion de H°(A, kT(T(a) + C)) dans H°(A, kC). On en deduit 

C 2 >T 2 {T{a) + C) 2 >a(S,Cf(Y(a) + Cf. (15) 

Notons b le nombre de composantes irreductibles de T(a) + C. Pour minorer b nous allons majorer 
le nombre de Xi,Xj G T(S) tels que 

Xi + C = xj + C. 

Autrement dit, nous voulons majorer le nombre de y e T(S) — T(S) C T% tels que 

y + C = C. 

Le stabilisateur de C etant fini par hypothese, un tel y est necessairement dans Tutors- On en 
deduit une minoration du nombre de composantes irreductibles : 

0>J^- (16) 

I 1 Z, tors | 

En injectant ceci dans l'inegalite (15) et en appliquant l'hypothese sur a, on obtient 

£2>£2 jrW >£2c2 - (17) 

II suffit de noter que C 2 > 1 pour conclure par l'absurde. En effet, Stab(C fl G) est de dimension 
0, done C n G n'est pas un translate de groupe algebrique et done 

c 2 = (c - m) n (C - m ) d stab(c G ) 

ou rji et 772 sont deux points generaux de C n G. 



7 Cas des derivations le long d'un sous-espace de dimension 
1 dans une surface 

On peut se demander ce qui se passe dans le theoreme 2 quand le sous-espace E C Tb(G) est de 
dimension 1. C'est l'objet du theoreme 11 ci-dessous. 

Notons tout d'abord que la complexity apportee a la preuve ne se trouve pas du cote des deriva- 
tions : si D v est la derivation correspondant a un vecteur 7^ v e E on a pour toute courbe 

C, 

C C Z{o) => mult c (D v (cr)) < mult c (er), 

sauf si la courbe C& est un translate d'un sous groupe dont l'espace tangent a l'origine est 
precisement E. 

Le probleme vient de ce que une fois que Ton considere la multiplicitc le long d'un sous-espace 
proprc, la notion de sous-variete exceptionnellc de Seshadri n'a plus de sens. En effet, pour definir 
la constante de Seshadri on utilise le fait que l'on peut se donner une resolution simultanee de 
tous les ideaux de la forme m* 011 1 est un entier, x e X, et m x C Ox est l'ideal maximal associe 
au point x. Cette resolution permet de faire varier le diviseur exceptionnel d'une maniere continue 
et la definition de la constante de Seshadri exploite ce fait : en particulier, si 7r : X — > X est 
l'eclatement de X en x, de diviseur exceptionnel E, alors la constante de Seshadri d'un fibre en 
droites ample C sur X peut etre definie par 

e{x,C) — sup{7r*(£)(— aE) est ncf}. 
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Quand il s'agit de l'ordre d'annulation d'une section le long d'un sous-espace strict E, nous pouvons 
tout dc mcme dire quelque chose : pour tout entier k, soit -Kk : Xk — > X une resolution lisse du 
faisceau d'ideaux 

xer(s) 

oil X Xt k est engendre par les fonctions regulieres /, definies dans un voisinage de x, telles que 
/ s'annule le long de E a un ordre au moins k. Autrement dit, on fait eclater simultancment 
chaque ideal T x ,k et puis on prend une resolution de cette variete : en particulier, l'application 
7Tfc : Xk —* X est birationelle et un isomorphisme hors des points x € T(S). On note Ek le diviseur 
exceptionnel de nk ■ Xk — > X. 

Definition 1. Nous pouvons definir un analogue de la constante de Seshadri par 

ee(T(S),C) =sup{nZ(£)(-E k ) est nef} . 

On dira que £®(r(S),£) est la constante de Seshadri de C relativement a T(S) et E. Par ailleurs 
on appclle sous-variete exceptionnelle de Seshadri relativement a T(S) et E toute variete V C X 
telle que 

(^(£)(-i? £E(r(s) , £)+1 )) dim(y) -^<0 
ou V est la transformee strictc de V dans X k . 

Remarque 5. 11 s'agit bien d'un analogue et pas d'une generalisation : quand E = 7o(G), 
la constante Ee{T(S),£) est toujours un entier tandis que e(T(S),£) peut etre rationnelle ou 
meme a priori irrationnelle. Par contre on voit sur les definitions que Ton a toujours l'inegalite 
se(T(S),£) < e(T(S),£), avec egalite si et seulement si e(T(S),£) est un entier. 

Remarque 6. Cette notion de constante de Seshadri relative a E n'est pas, en general, homogene. 
Autrement dit il n'est pas vrai en general que 

e E (T(S),£^ n ) = ne E (T(S),£)- 
Cette constante SE{T(S),£® n ) peut grossir comme un polynome en n. 

Remarque 7. II faut en general remplacer £ par £® d avec d » pour que e^{T{S),£) soit non 
nullc. Ce probleme n'existe evidemment pas avec la constante de Seshadri e(T(S),£) qui peut etre 
petite et positive (alors que dans le cas de notre constante relative, une fois que Se(T(S),£) < 1 
on a necessairement £e(T(S),£) = 0). 

Nous n'utiliserons pas les remarques precedentes dans la suite. 
Lemme 10 On a l'inegalite 

e E (T(S),£)<a(S,E,£). 

Demonstration : Supposons le resultat faux et raisonnons par l'absurde. Dans ce cas il existe un 
entier (i > a(S,E,£) tel que le fibre 7r^£(— Ep) soit nef. Par consequent on a 

Cl ^£{-Ep)f > 0. 

Soit alors x un point de X et n : Y — > X une resolution de l'ideal X x ^ de diviseur exceptionnel 
E x . On a 

Cl {-K}£{-Ep)f = Cl (^(£)) 2 + Cl (Oy(-^)) 2 
= Ci (£) 2 + \T(S)\ Ci (O y (-E x )) 2 . 

D' autre part 

Ci (O y (-E x )) 2 = -(3. 
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On en deduit done 

deg c (X) = Cl (C) 2 > \T(S)\0. 

Le sous-espace E etant de dimension 1, cette derniere inegalite contredit la definition de a(S, E, C). 
□ 

Nous pouvons maintenant enoncer le resultat principal de ce paragraphe : 

Theoreme 11 On suppose que dim A = 2 et que Y% n'est pas de torsion. Soient E C T (G) un 
sous-espace de dimension 1, et S, a deux entiers strictement positifs tels que \Y(S)\ > \T(a)\ > 
|r z ,tor S | • ir(S')^. Soient T > a(S,E,£® D ) un entier et a E H°{X,C® D ) une section non nulle 
s'annulant le long de E a un ordre au moins T + ee(T(S),£) sur T(S + a). Toute sous-variete 
exceptionnelle de Seshadri de C relativement a T(S) et E est I'adherence d'un translate de sous- 
groupe algebrique de dimension 1. Soit E Vune de ces courbes. 

1. Si Tq(E) E alors a s'annule sur T(a) + E a un ordre le long de E au moins T et on a 

T • Card(I» + E/E) dcg c {E) < D deg £ (A). 

2. Si Tq(E) = E alors a s'annule sur T(a) + E et on a 

Card(r» + E/E)dcg c (E) < Ddcg c (X). 

Remarque 8. Comme pour le theoreme 2, le lemme 10 precedent nous assure que la condition 
d'annulation demandee : T + se(T(S),£) < T + a(S, E, C) < 2T est plus faible que la condition 
classique 2T+ 1. Par aillcurs comme l'indique la preuve, l'hypothese sur la taille de a par rapport 
a S (qui est la meme hypothese que celle faite dans le theoreme 2) n'intervient que pour prouver 
que la courbe exceptionnelle est I'adherence d'un groupe alegbrique, autrement dit pour prouver 
que le groupe obstructeur qui intervient est non nul. Cette hypothese n'intervient pas dans la 
preuve de l'inegalite numcrique sur le degre de la courbe obstructrice. 

La preuve est calquee sur celle du theoreme 2. On constate tout d'abord que Ton peut la encore 
supposer D = 1. Ce que Ton fait desormais. Ensuite il faut adapter la proposition 5 a notre nouveau 
cadre (derivation le long d'un sous-espace de dimension 1) : e'est l'objet du lemme qui suit. Soit 
C C X une courbe qui est une sous-variete exceptionnelle de Seshadri relativement a T(S) et E. 
II y a deux possibilites : soit C est un translate d'un sous-groupe H C G avec T (H) = E; soit 
ce n'est pas le cas. La raison pour laquelle le cas des translates est particulier est que si la section 
o~ e H°(X,£) s'annule sur un tel translate alors son ordre d'annulation le long de E est infini. 

Lemme 12 Soient T, S, a trois entiers strictement positifs, C un fibre en droites ample et a une 
section non-nulle de H°(X, C). Supposons que a s'annule le long deE dun ordre > T+£e(T(S), C) 
sur T(S + a) et notons C une courbe exceptionnelle de Seshadri de C relativement a T(S) et E. 
Alors a s'annule le long de E a un ordre au moins T sur T(a) + C. 

Demonstration : Montrons d'abord que a s'annule sur T(a) + C. Posons e = £e(F{S),C). Soit 
g G r(a). Par hypothese on sait que s = t*(o~) est nulle sur T(S) le long de E a un ordre au moins 
e + 1. Autrement dit, le diviseur ir* (Z(s)) — E e+ \ est effectif et par consequent en intersectant avec 
C, on en deduit que cette intersection est positive, sauf si C est une composante de ce diviseur. 
Or par la definition de Ee(T(S),C) et le fait que C est une courbe exceptionnelle de Seshadri de 
C relativement a T(S) et E on a, 

(tt*(Z(s)) - E e+1 ) ■ C = < +1 £(-£ e+1 ) ■ C < 0. 

Ceci prouve done que C est une composante de ir*(Z(s) et done que s s'annule sur C. Autrement 
dit (7 s'annule sur T(a) + C. 

Soient v e E un vectcur non nul de derivation correspondante /) . i < T un entier et x € T(a). 
Supposons que D^(a)\(x + C) est une section bien definie de H°(x + C,£). Localement la section 
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£>g(cr) s'identifie avec une fonction reguliere / qui s'annule le long de E sur x + r(5) a un ordre au 
moins ee(T(S), C) + 1. La courbe C etant une courbe exceptionnclle dc Scshadri de C relativement 
E et r(5), on cn dcduit que / s'annule identiquement sur x + C. □ 

Nous pouvons maintenant donner la preuve du theoreme 11 : Demonstration : Notons e = 
Se(T(S), £). L'existence d'une section a nulle sur T(S) a un ordre au moins T > a(S, E, C) 
entraine que e^(T(S),C) < a. Or ccci implique que ir* (£(— E E )) 2 > et done que X n'est pas 
une sous-variete exceptionnclle dc Scshadri de C relativement a T(S) et E. Ainsi toute variete 
exceptionnclle est une courbe. Soit C C X une courbe qui est une sous-variete exceptionnelle de 
Seshadri pour C relativement a T(S) et E. Si CnG est un sous-groupe de G avec T (C) = E il n'y 
a rien a montrer : d'apres le lemme 12 la section a s'annule sur T(a) + C d'ou l'inegalite. Supposons 
done que CnG n'est pas un translate d'un sous-groupe dont l'espace tangent a l'origine est E. 
Dans ce cas, si i] e C est un point general alors T, q {C) ^ E ct par consequent la derivation Z) E 
est transverse aCeta toutes ses translatees. Par le lemme 12, on voit que l'hypothese sur l'ordre 
d'annulation de a le long de E sur Y(a + S) garantit que, pour tout entier i < T, la section D^(<r) 
s'annule sur T(a) + C. Ainsi le diviscur 

Z{a)-T ]T (x + C) 

xer(a) 

est effectif. On cn dcduit l'inegalite annoncee dans le theoreme 11. Quant au fait que dans ce cas 
C n G est un sous-groupe, la preuve est la meme que celle (du meme fait) du theoreme 2. C'est 
dans cette partie uniquement qu'est utilisee l'hypothese faite sur la taille de a relativement a celle 
deS*. □ 
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